Lycée Saint-Louis DM 1
MPSI

Corrigé du devoir a rendre le 19/09/2025

Exercice 1 :
1. ye F :Vz e E, y# f(x)
2. Az, 2') € E* : f(x) = f(a) etz # o'
3. (GyeF:VzeE, y# f(x))ou(y € F:3(x,2) € E®, y= f(z) = f(a) eta #
ce qui est équivalent &
GyeF : Vo, y# f(a)) on (o) € B, f(a) = f(a') et a £ )
4. 3e>0: V>0, 3R : [z —mo| <7 et |f(x)— flwo)| > e

Exercice 2 :

1. Soit n € N. Calculons :
Y iils)

Premiére méthode : Soit k € [[O,n]]. On a

1 n\ n! 1 n-+1
E+1\k) (E+D!n—k)! n+1\k+1

2”: 1 (n> 1 & (n+1) 1 ’§<n+1> 2ntl
k:0k+1 k n+1 P k+1 n—|—1k:1 k n+1
Deuxiéme méthode :

—~ 1
Considérons F' : = +— kz::o il <Z> z**1 de sorte que S = F(1). La fonction

F est dérivable de dérivée f : x> Y (Z) f =1+ )"
k=0
1l existe donc une constante C' telle que :

(1 + aj)nJrl

C.
n+1 +

Ve eR, F(z) =

~—

Pour déterminer la constante C, on remarque que F'(0) = 0 donc
n

1 n+1 -1
Ainsi,ona F : z+— L

n+1
ontl
Par conséquent, § = —————-
n+1
. Montrons que :
N
k N +1
Y(n,N) € N?, = .
mmert 52 ()= (1)

par récurrence sur V.
Soit n € N. Pour tout entier N, on pose

N

£ (0= (1)

k=n

Initialisation : On a :

ZO: RY_[0 sin>0 _ (0+1)_f0 sin>0
—\n 11  sinon n+1/ |1 sinon

donc H(0) est vraie.

Hérédité : Soit N € N tel que H(N) soit vraie. Montrons H (N + 1).

On a

(-0

Par hypothése de récurrence, on en déduit que

S -0 -0

La derniére égalité découlant de la formule de Pascal.

N
N+1

Conclusion : VN € N, E <k>=( + )
= \n n+1

On a ainsi prouvé que

V(n, N) € N, i (S) - (Zill)

k=n

1
1JrC’—O.



Deuxiéme méthode : 2. Soit (un)nen la suite définie par ug = 1, uy = 2 et Vn € N, wypp = —FL,

Grace a la formule de Pascal, on a Up,
On auy =4, ug =38, ug = 16 et us = 32.
NAL N E+1 k Montrons par récurrence double que pour tout n € N, on a u,, = 2".
Z < ) - Z ((n + 1) N (n + 1)> Pour tout entier n, on pose H(n) : "u, = 2"".
k=n k=n — Initialisation : H(0) et H(1) sont vraies car ug = 1 = 2° et u; = 2 = 2!

puis, par télescopage : — Hérédité : Soit n € N tel que H(n) et H(n + 1) soient vraies. On a alors

2 22(n+1)

u
Nil K\ (N+1 n\ (N+1 uy = I = S =g,
n) \n+1 n+l) \n+1 "

k=n . .
— Conclusion : pour tout entier n, on a u, = 2".

Exercice 3 : . P " .
3 Exercice 4 : Montrons 1’équivalence des propositions suivantes :

1. Soit (un)nen la suite définie par ug =2, ug =1 et :

p o Ve>0,3In>0: Ve eR, |z -zl <n=|f(z)— f(zo) <e

Vn €N,  upio = 3upt1 — 2up. P Ve >0, dn >0 : Vo eR, |x—xo|<n:>|f(x)—f(x0)|<§

Montrons que Py Ve>0,3n>0: Ve eR, |z —z9| <n=|f(z)— f(xo) <e
3(A,B) €R? : Vn €N, u, = A+ B2" — Supposons P; et montrons Ps.

Pour cela raisonnons par analyse-synthése. Soit ¢ > 0. Comme la propriété

Ph) : 7dn >0 : Ve eR, |z —xo| <n=|f(x) — flzo)| < h”
Analyse : Supposons qu’il existe (A, B) € R? tel que u,, = A+ B2", pour tout (h) K | ol <n = |f(z) = f(zo)]
entier n. est vraie pour tout h > 0, elle est en particulier vraie pour h = ¢/2 douc la
u =2= A+ B ...
On aurait alors 0 donc A =3 et B=—1. proposition
u =1= A+2B

On a donc prouvé que s'il existe un couple de réels (A, B) tel que :

vneN, u, = A+ B2", est vraie. Ainsi, on a prouvé que .

— Supposons P, et montrons Ps.

In>0: VreR, |x—xo|<n:>|f(x)ff(:co)|<g

alors (A, B) = (3,—-1). Soit € > 0.
1l existe donc ng > 0 tel que Vo € R, |z — zo| <o = |f(z) — f(z0)] < /2.
Synthése : Montrons par récurrence double que le couple (4,B) = (3,—1) Si on pose 7 = 19/2 alors on a
convient,.
Pour tout entier n, on pose H(n) : "up, =3 —2"7. Vo €R, |z — 2ol <0 = |f(z) — flwo)] <e/2
o, . . . . _ _ 0 _ o 1

— Inltlal}satlon : H(0) et H(1) sont vraies car ug = 2 = 3-2 etuy = 1=3-2 En effet, si  est un réel tel que |z — ao| < 5 alors |z — 0| < no done |f(z) —
— Heérédité : Soit n € N tel que H(n) et H(n + 1) soient vraies. Flwo)| < £/2

On a alors u, =3 — 2" et u, 41 =3 — 2" donc En util; ) e

utilisant que /2 < ¢, on a donc prouvé P3. Ainsi, 'implication | P, = Ps

Unta = BUpt1—2u, = 3(3—2"T1)—2(3-2") = 3+2" x (—6+2) = 3—2""2, est vraie.

— Conclusion : pour tout entier n, on a u, = 3 — 2". — Supposons P et montrons P;.

Soit € > 0. Comme Pj est vraie, il existe n > 0 tel que

On a donc prouvé I’existence d’un unique couple (A, B) € R? tel que pour tout
entier n on ait u, = A+ B2"; il s’agit du couple (4, B) = (3, —1). Ve €R, |z —xo| <n=|f(x) = flzo)| <e



donc on a Exercice 5 :

Ve eR, |z —xzol <n=|f(z)— flzo)| <e. Soient (21, ..., Tn, Y1, -, Yn) 2n réels tels que
On a donc prouvé P;. Ainsi, 'implication est vraie. kork
Les implications P, = P, P, = P3 et P; = P, étant vraies, les trois propositions Vk e [Ln], zx = Z j Yj
j=1

sont équivalentes.
Montrons la formule d’inversion
k

Vk e [Ln], ye = (-1 <k>%

j=1

1. Soit k € [1,n], calculons

S = zk: (—1)k=i (’;) ;.

On a

s=3 o ([ 04 - £ o () (O
donc

s=3 3 () (u=yon [ S v (8) ()

(5) (J) B <kj>!z‘!<jk! DIk — i)l (k> (:_ y>
() ()= (S o (1))

=i

-(E () -(ov

> <

0 sik#id
11 sinon
Par conséquent, S = yy, ; ce qui prouve que
b Lk
e ol =3 0 (1)
j=1



2. Pour tout k € [1,n], posons

P(k) : " =Z (—1)k= @x

[

1
1 -k
Initialisation : Par définition, z1 = E (J) y; =y et g (—1)k_7 (j)a:j =
=1

j=1
1

(1
donc y; = Z (=)t (j) xj et P(1) est vraie.

j=1
Hérédité : Soit p € [[1,n — 1] tel que

Vk € [1,p], yx = i (—1)F (k)%

j=1

Montrons que 'on a P(p + 1).

On a "
P p
p+1 p+1
l”p+1:§ ( - )ZM—E ( . >yj+yp+1
— j — J
J= J=
donc

P
p+1
s =i =3 ("4

j=1
Par hypothése de récurrence, on en déduit que

PRI S ("5 (Z (1) xk>

j=1 k=1
donc .
P+ —ifJ
Yp+1 = Tp41 — Z ( . )(_1)k ]<k>xk
1<k<j<p J
puis
- p+1 o—j(J
e 30 Dl L G (A
k=1j=k J
soit
P P .
_Ap+1\/[J
== 3 (3 o= (T ()]
k=1 \j=k J
Comme

(p; 1) @ TR %@2!1 -

on en déduit que

P

p
_i(p+1—k p+1
Upt1 = Tp1 = ) Z(‘”“( ik ) ( K >x’“

k=1 \j=k
k

p p—

k=1 \m=

S p+1
_ +1—k
— a3 (7

— pii(—l)pﬂ_k (p: 1) Tp

k=1

Or pour tout k € [1,p], on a:

§ (1) =S (717

0 (—1)”‘(p+;_ k)) (pzl).%'k

— (—1)pE (p +1- k)

p+1—k

— (1 _ 1)p+17k _ (71)p+17k — 7(71)P+17k

carp+1—Fk>0.
Ainsi, on a :

¢ p+1
Yp+1 = Tp+1 + Z(_l)p+1k< k )xk

k=1
p+1
_ 1k (PT1
> ()

donc P(p + 1) est vraie.
On a donc prouvé que :

k

Ve e[lLn], ye=> (1)’H‘(

j=1

)
Y
j J




