3. (a) Déterminer les racines de Q. Montrer que ces racines sont réelles.

Lycée Saint-Louis DM 10 Soit z € C. On a
MPSI
Qu(z) =0 (z+i)"™ = (x — )"
N Comme i n’est pas racine de @,,, on en déduit que :
Devoir a rendre le 9/03/2026 P @ a
.\ n+1 .
On(z) =0 & <x+?) —leTkelo,n] : T — gikn/nt)
Probléme 1 : T —1 T—1

Pour tout entier n, on définit le polynome Q,, € C[X] par s3kelo,n]: z (1 _ €2ik7r/(n+1)) —; (EQikﬂ/(n+1) n 1)

1
Qn = o [(X +)" — (X —i)"*] . .
2 Pour k = 0, I’équation = (1 - emk“/(”Jrl)) =1 (emk"/("ﬂ) + 1) n’a pas de

L. Déterminer le degré de Q. solution et pour k € [1,n], 1 — ekm/(n+1) 2L 0 donc :
Les polynomes (X 44)" ™ et (X —4)" ™! sont de degré n + 1 et unitaires donc le
polynoéme @,, est de degré inférieur ou égal a n. e2ikm/(n+1) 4 q kr
D’aprés la formule du bindéme de Newton, le coefficient devant X" dans le poly- Qn(z) =03k e[ln] : = —zm = cotan (n + 1)

nome (X +)""! étant égal a (n+ 1)i et celui polynome (X +4)" ! étant égal a
—(n+1)i. Ainsi, le polynome @, est de degré n et de coefficient dominant n + 1.

cos ¥
La fonction cotan : x est de classe C*° sur )0, 7| comme quotient

2. Pour tout entier naturel r, montrer que sin
de deux fonctions de classe C*° sur ]0, 7[ dont le dénominateur ne s’annule

(1) - szi(—l)”<2r+1>x2’”2p pas.

Zp+1 Pour tout z €]0, 7|, on a cotan’(z) =

p=0 —— > 0 donc la fonction cotan est
sin” x

S s km
D’apres la formule du binome de Newton, on a strictement croissante sur ]0,7[. Ainsi, les réels (cotan ( n 1))
n kel,n]

2r4+1 2r+1 5 C A
%Qs, — Z 2 +1 ik Z 2 + 1 (i x2riih sont n racines distinctes du polynome @Q,,.
2 k k Comme ce polynome est de degré n, on en déduit qu’il n’admet pas d’autres

k= k=
o +01 0 racines. En particulier, | (),, est scindé simple dans R. ‘

_ Z 2r + 1 (1 _ (_1)k) ikX2T+1_k

- k (b) En déduire la décomposition de Q. en facteurs irréductibles dans R[X].
k=0

Comme @, est de coefficient dominant n + 1, on a :

Or, pour tout entier k pair, on a 1 — (—1)* = 0 et, pour tout entier k impair, on
al—(—1)*=2donc

Qn=(n+1) kf[l <X — cotan <nkj:1)>

. ZT 2r + 1\, 2641 y2r+1—(2k+1
27’@27" = < >2@2 + X r+ ( + )
P 2k +1

4. Pour tout entier naturel r, montrer que

Q2 = Z @ZE) (—1)kx 22k (2):  Qar=(2r+1) H <X2 — cotan® < ke >)

k=0 paiiet 2r+1

donc




On a
2r -
Qar = (2r+1) H < — cotan <2r—|— 1))
k=1
(2r+1) H(X—cotan( hm )) ( —cotan( hm ))
2r+1 2r+1
k=1 k=r+1
. ™ . 2r+1—-k)r
(2r+1) kli[l <X — cotan <2r+ 1)) H < — cotan <2r+1>)
Or, pour tout z €]0, 7|, on a cotan(m — z) = —cotan(z) donc :
Qar = (2r+1) ﬁ X — cotan s ﬁ X + cotan b
e 2r + 1 2r + 1
k=1 k=1
4 km km
= (2r + 1)]};[1 (X — cotan (2r n 1)) (X + cotan (27"+1>>
soit

km
2 2
Qar = (2r+1) |:| (X cotan <2r n 1))

. En utilisant (1) et (2), établir ’égalité :

k=1
D’aprés les égalités (1) et (2), les polynomes R = (2r +
. km ~ (2r+1
2 _ k —k L.
1) ]];[1 (X — cotan (M)) et S = I;) <2k i 1) (—1) X vérifie

R(X?) = S(X?). Le polynome R — S s’annule donc sur R, ensemble infini,
donc R = S. Ainsi :

(2r+1) ﬁ <X — cotan® (2Tkj: 1)) — kz;o @; i i) (—1)FxT*

k=1

En particulier, Pégalité des coefficients devant X" ! donne :

@) ;cotanz <2rki 1) _ (2r3+ 1) (1= (2r + 1)267"(2r —1)

donc

6. En déduire que

2r+1
2 2
cos’r 1-—sinz 1
Pour tout = €]0,7[, on a cotan®(z) = —— = —— = —5— — 1 donc
sin® x sin® x sin® x

k=1 sin? hm 3
2r+1

7. (a) Pour tout x € }07 g [, établir les inégalités :

1 1
cotan’x < ) <
x s~ T

Soit f : x +— sinz — x. La fonction f est dérivable sur [0,7/2] de dérivée
x — cosz — 1 strictement négative sur |0,7/2]. Comme f(0) = 0, on en

. 71' . . .
déduit que : Vx € }O, = [, 0 <sinz < z donc 0 < sin? z < 22 puis

2

1 < 1
x? sin?z’

Soit g : x + tanx — z. La fonction g est dérivable sur [0, 7/2[ de dérivée

— 1 strictement positive sur |0, 7/2[. Comme ¢(0) = 0, on en

T —r 5
COoS“ X

déduit que : Vx € ]0, g [, 0 <z < tanz donc 0 < 2% < tan? 2 puis

1 < 1
tan?  z2’
Ainsi, on a :
T 1 1
Vme}o,f[, cotan’s < — < —5—-
2 T sin” x

(b) En déduire un encadrement de

" 1
; km




k
Soit r € N*. Pour tout k € [1,r], ﬁ € ]O, g [ done, d’aprés la question
r

précédente, on a :

- 5 ( km
Z cotan 3
k=1 T+

Donc

2 _—
3 — kr 3
2r+1

n

1
En déduire que la suite <Z ) converge et calculer sa limite.
neN*

k2
k=1
D’apreés la question précédente, on a

Z 1)7T2
k2 - 3 27‘ +1)2

2 m 2
= lim W % Le théoréme d’encadre-

T r—l
21"—|—1

Or, lim M
r—4oo 3(2r + 1)2

1
ment implique donc que la suite < k) converge et que

neN*

"1 2
Jm ) ms g

Probléme 2 :

Soit (E) 'équation différentielle : (1 —z)%y' = (2 — z)y.
On note I lintervalle |—o0, 1].

9 _
1. Calculer une primitive A de la fonction a définie sur I par : a(x) = ﬁ
—x
14+1-— 1 1
Pour tout x € I, on a a(z) = (;__ x)f = e + T Une primitive de a

A:I—>R7$»—>%—ln(l—m)

est donc :

2. Intégrer (E) sur I.
Une fonction f est solution de (F) sur I si, et seulement si, :

2—x
mf(x)

Comme (E) est une équation différentielle homogene linéaire d’ordre 1, ’'ensemble
des solutions de (E) est : S = {I = R, z — Ce*® C € R} soit

Veel, fl(z)=

O o ceny

1 1
eT-=.

Soit f la fonction définie sur I par f(x) = .

3. Prouver par récurrence que, pour tout entier naturel n, il existe un polynéme P,
tel que :
1

1—=z

f(")(:r):Pn< )ellw, Ve el

La démonstration permet d’exprimer P, 1 (X) en fonction de P, (X), P, (X) et
X. Ezxpliciter cette relation.

Pour tout entier n, on pose :

1 1
H(n) : "1l existe un polynome P, tel que : Vz € I, f (z) = P, <1 ) etz "
—x
Initialisation : En posant Py = X, on vérifie H(0).
Hérédité : Supposons H(n) vraie pour un certain n € N. Il existe alors un poly-
1
noéme P, tel que : V& € I, f (;v):Pn(l )ellw.
—x

Par suite, f est n + 1 fois dérivable et pour tout x € I, on a

1 1 1 1 1 1
P, = + P, et
<1m2”(1z>“ * (1x)uxV“

Fr (@) =




On pose P11 = XQP/1 + X?P,, on obtient un polynéme tel que :
1 1

veel, [0V (2) =P, ( 1_3;) o

Ainsi, pour tout entier naturel n, il existe un polynéme P, tel que :

1 @) = Py (25 ) e

1—2x

Vr e 1,

et les polynomes P, et P, sont reliés pas : P, 1 = X?P, + X?P,

. Préciser Py, Py, Py et Ps.
On obtient | Py = X |,
et | Py = X7 +9X° + 18X° 4 6x* |

. En dérivant n fois les deuxr membres de l’équation (E), prouver que pour tout
entier positif n :

+4x* 4+ 23

=X+ X%

Pp (X)=[2n+1) X + X?] P, (X) — n*X?P,_1 (X)

Soit g : x> (1 —z)2eth: s 2— 2.
Comme f est solution de (E),ona g f =hf.
Ainsi, pour tout entier n, on a :

n

k=0 k=0

Comme g(k) est nulle pour k < 3 et que h®) est nulle pour k& < 2, on en déduit
que

—1
n(n )g//f(n—l) — hf(n) + nh/f(n—l)

gf "D 4 g 0+ ==

i.e. que, pour tout x € I, on a

1 1
(2—z)P, < >ellw —nP,_1 < > eTow
1—=x 1—=x
=(1- :17)2P ! el — 2n(1 — z)P, ! eToe
R "\1-=z
1 1
+n(n—1)P,_1 ( ) eT= .

1—2z

Donc, pour tout x € I, on a, en posant u =

b

1—2z

(14 1/u)Py (u) = nPy_y (u) = %Pnﬂ _ Qn%Pn () + n(n—1)Pos (u)

9.

ie. (u? +u)P, (u) —nu?P,_1 (u) = Ppy1 — 2nuP, (u) +n(n — Du?P,_1 (u).
Le polynéme (X2 + X)P, —nX?P,_1 — Py 11 +2nXP, —n(n—1)X?P,_; admet

donc une infinité de racines (I’ensemble des T
a

, ¢ € I i.e. R™). Par suite, on
x

Poyi=[2n+1) X + X?] P, —n?X?P,_,

= £ (0).

Pour tout entier positif n, exprimer a,y1 en fonction de n, a,, et a,_1.

Le but de cette partie est d’établir quelques propriétés des nombres a,,

Pour tout entier n, on a a,, = P, (1) e. Donc le relation précédente donne :

’ an+1 =2(n+ a, — n2a,_1 ‘

Préciser : ag,a1,as et ag .
Pour tout entier n, on a a,, = P, (1) e. Donc

’ao =e, a1 = 2e, ay = Te, ag = 34e.

P
1
On désigne par (up) la suite définie pour tout entier naturel p par : u, = Z 5
il
i=0
En appliquant une formule de Taylor a la fonction exponentielle, prouver que la
suite (up) converge vers e.

La fonction exp étant de classe C*, on a, pour tout p € N, I'inégalité de Taylor-
Lagrange :

P —0)k (k) _n\p+1
1 1
el = Jexp(0) — 3 TR0 L 2O e =€
P (p+1)! o (p+1)!
Comme lim ¢ =0, on en déduit par encadrement que | lim u, =e
p=toe (p 1 1)! i

(n+1)!
(i)*

Soit p et n des entiers naturels quelconques, on pose S, (n) = Z
=0

(a) Ezprimer S, (0) et S, (1) & laide de u, et u,—1 pourp > 1.

p
On a Sp(O):Zl:up et

p

(1+i) =1+ .
Z Z :Z Z'ZZUp‘f'Z(Z,l)lle

iz (@) i=0 i=1




10.

11.

12.

(b) Prouver que les suites p — S, (0) et p — S, (1) convergent et préciser leur
limite en fonction de e.

Les suites (Sp(0)),,c et (Sp(1)),cy convergent respectivement vers e et 2e.

Prouver que quels que soient les entiers p et n supérieurs ou égaux a 1 :
Sp(n+1) = (2n+2) S, (n) + 1S, (n = 1) = 8,1 (n) = Sy (n)
Soient n et p deux entiers strictement positifs. On a :
S, (n+1)— (2n+2) S, (n) +n2S, (n — 1)

" (n+141)! Pin4id) o (=1 +14)!
7(“)2 — (2n+2)§ (i!)2 +n ;7(“)2

(n—1+4)! . !
(i)° =@

p

I
™

@
I
=)

Il
.M“

s
I
=)

n

)+

(2

Donc | S, (n+1) — (2n+2) S, (n) +n*S, (n — 1) = Sp_;1 (n) — S, (n)

En déduire que pour tout entier naturel n, la suite p — Sy, (n) converge.

Pour tout entier n, on pose : H(n) : "La suite (S,(n)),cy converge "
Initialisation : Les suites (5,(0)),,cy €t (Sp(1)),cy convergent.

Hérédité : Soit n € N” tel que les suites (S,(n)),cy et (Sp(n — 1)), convergent.
Pour tout entier p non nul, on a :

Sp(n+1)=(2n+2)S5,(n) - nQSp (n—1) + Sp-1(n) — Sp (n)

Par conséquent, la suite (S,(n + 1)),y converge.

On a donc prouvé par une récurrence double que pour tout entier n, la suite
(Sp(n)),en converge.

d N P N1
Prouver que : a, = lim Z (n +19)! — lim n! (n + l) 1
0

p—++00 4 (i!)2 p—++00
i=
Pour tout entier n, on pose £, la limite de la suite (Sp(n)),cy-

Pour tout entier n, on pose : H(n) : "La suite (S,(n)),,y converge vers a,. "

Initialisation : Les suites (S, (0)) ¢ €t (Sp(0)),cy convergent respectivement vers
ag et aq.

Hérédité : Soit n € N* tel que les suites (S,(n)) ey et (Sp(n — 1)),y convergent
respectivement vers a, et a,_1.

Pour tout entier p non nul, on a :
Sy (n+1) = (20 +2) S, (n) — 1S, (n — 1) + 1 (n) — S, (n)
Par conséquent, la suite (Sp(n + 1)), converge vers

(2n 4+ 2) ap — n%ap 1+ ap — ap = (20 4+ 2) @y — N2p_1 = Api1

P A\
Z (n + 9t Pour tout (n,i) €

d’aprés la question 6. Ainsi, Vn € N, a, = lim 5
p=oe (i)
N\ 1 i)!
N2, on a n == (n+z)2 donc
n it ol (i)
P .

1
vneN, a,= lim n! (n+z>..
pofoo L\ n i



