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Problème 1 : Pour tout entier n, on dé�nit le polynôme Qn ∈ C[X] par

Qn =
1

2i

[
(X + i)n+1 − (X − i)n+1

]
1. Déterminer le degré de Qn.

2. Pour tout entier naturel r, montrer que

(1) : Q2r =

r∑
p=0

(−1)p
(
2r + 1

2p+ 1

)
X2r−2p

3. (a) Déterminer les racines de Qn. Montrer que ces racines sont réelles.

(b) En déduire la décomposition de Qn en facteurs irréductibles dans R[X].

4. Pour tout entier naturel r, montrer que

(2) : Q2r = (2r + 1)

r∏
k=1

(
X2 − cotan2

(
kπ

2r + 1

))
5. En utilisant (1) et (2), établir l'égalité :

r∑
k=1

cotan2
(

kπ

2r + 1

)
=

r(2r − 1)

3

6. En déduire que :

r∑
k=1

1

sin2
(

kπ

2r + 1

) =
2r(r + 1)

3

7. (a) Pour tout x ∈
]
0,

π

2

[
, établir les inégalités : cotan2x <

1

x2
<

1

sin2 x
·

(b) En déduire un encadrement de

r∑
k=1

1(
kπ

2r + 1

)2 ·

(c) En déduire que la suite

(
n∑

k=1

1

k2

)
n∈N∗

converge et calculer sa limite.

Problème 2 :

Soit (E) l'équation di�érentielle : (1− x)
2
y′ = (2− x) y. On note I = ]−∞, 1[ .

1. Calculer une primitive A de la fonction a dé�nie sur I par : a (x) =
2− x

(1− x)
2 .

2. Intégrer (E) sur I. On notera f la fonction dé�nie sur I par f (x) =
1

1− x
e

1
1−x .

3. Prouver par récurrence que, pour tout entier naturel n, il existe un polynôme Pn

tel que : ∀x ∈ I, f (n) (x) = Pn

(
1

1− x

)
e

1
1−x .

La démonstration permet d'exprimer Pn+1 (X) en fonction de Pn (X) , P ′
n (X)

et X. Expliciter cette relation.

4. Préciser P0, P1, P2 et P3.

5. En dérivant n fois les deux membres de l'équation (E) , prouver que pour tout
entier positif n : Pn+1 (X) =

[
(2n+ 1)X +X2

]
Pn (X)− n2X2Pn−1 (X).

Le but de cette partie est d'établir quelques propriétés des nombres an = f (n) (0) .

6. Pour tout entier positif n, exprimer an+1 en fonction de n, an et an−1.

7. Préciser : a0, a1, a2, a3 et a4.

8. On désigne par (up) la suite dé�nie pour tout entier naturel p par : up =

p∑
i=0

1

i!
.

En appliquant une formule de Taylor à la fonction exponentielle, prouver que la
suite (up) converge vers e.

Soit p et n des entiers naturels quelconques, on pose :Sp (n) =

p∑
i=0

(n+ i)!

(i!)
2 ·

9. (a) Exprimer Sp (0) et Sp (1) à l'aide de up et up−1 pour p ⩾ 1.

(b) Prouver que les suites p 7→ Sp (0) et p 7→ Sp (1) convergent et préciser leur
limite en fonction de e.

10. Prouver que quels que soient les entiers p et n supérieurs ou égaux à 1 :

Sp (n+ 1)− (2n+ 2)Sp (n) + n2Sp (n− 1) = Sp−1 (n)− Sp (n)

11. En déduire que pour tout entier naturel n, la suite p 7→ Sp (n) converge.

12. Prouver que : an = lim
p→+∞

p∑
i=0

(n+ i)!

(i!)
2 = lim

p→+∞
n!

p∑
i=0

(
n+ i

n

)
.
1

i!

1


