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Corrigé du devoir a rendre le 07/10/2024

Exercice 1 :

1. II est inutile de recopier 1’énoncé mais si on le souhaite, on peut écrire
"Résolvons Iéquation z* — 2% + 22 — 2 +1 = 0 d’inconnue z € C" mais on
nécrit PAS: "Ona z* — 234+ 22 —241=0"0ou"2* -2 4+22—241=0
sans phrase"

Soit z € C, on a

5

4 1—(-2)

z4—z3—|—22—z+1:2(—z)k= 142
k=0 5 sinon

siz#—1

Or, (—2)° =1 Ik c[0,4] : —2 = 2#/5 = 3k € [0,4] : 2 = —e2iF7/5,
Ainsi ’ensemble des solutions est | S = {—62“”/5, ke [1,4]}
2. Soit z € C\ {i}, on a

-\ 2 . .
<Z+Z> +(Z+?) 1:O<:>Z+Z,estracinedupolyn()meX2+X:1

z—1 z—1 z—1
z+1 .
& —— €%
. i7r/3( —im/3 i7r/3)
z+1 . . ) . € e +e
Or, P 7‘7@2(17‘7)*72(1+‘7)@27*Zem/s(efm/s_em/za)
Sz = _iic'os. (r/3) Sz = V3
—isin (7/3) 3
i N \ B e2in/3 (e—Qiﬂ/?)_'_eQiﬂ/S)
et > Y Gz(l-j)=-i(l+7") 2= ! 23 (e=2in/3 — ¢2in/3)
. cos(2m/3) V3
Sr=—t—— o= ——
—isin (27/3) 3

Ainsi ’'ensemble des solutions est | S = {\ég, \/33}

On pouvait aussi résoudre directement : Soit z € C\ {i}, on a donc

N\ 2 .
(jfj) +(jj;)+1:O<:)(z+i)2+(z+i)(z—i)+(z—i)2:O
S22 4% —14+2241422-2i2—1=0

=322-1=0

Ainsi I’ensemble des solutions est | S = {?7 —\ég}

Exercice 2 : Soit u = 2™/5.

5

1—u

1.(a) Comme u # 1, ona 1+u+u?+ud+u* = T u " 0. D’apreés les relations
—u

coefficients /racines, a et 8 sont les deux racines du polynéome X 24 X1

si, et seulement si, a + = —1 et o = —1 Or, on vient de prouver que

14 a+ B =0 et d’autre part, on a

aﬁ:(u+u4) (u2+u3)=u3(1—|—u3)(1—|—u)=u3(1—|—u—|—u3—|—u4)

:—u5:—1

Par conséquent,

a et (8 sont les deux racines du polynome X2 + X — 1. ‘

On aurait aussi pu prouver que a et ( étaient racines de X2+ X — 1 et
que a # .

(b) Le discriminant associé au polynéme X2+ X —1 est A = 5 donc les racines
-1++5
sont —s

Or o = cos 21 + 2sin Q—F ~+ cos 81 + 2sin S—W = 2cos 2—71-
N 5 5 5 5) 5
2 T . .. 2
Comme — € [O, E}, a > 0 donc « est la racine positive de X“+X —1 =10

5
CcOos 2—77 —7_14—\/5
5 ) 4

d’ou

2. On note Ay, A1, Ay, Az et Ay les points d’affixes respectives 1, u, u?, u?, u*

dans le plan affine rapporté au repére orthonormal (O,Z,;)

2 2 4
(a) Ladroite (A; A4) a pour équation 2 = cos (; car cos (;) = cos (;)

2
donc H a pour coordonnées <cos (;) ,O> .




(b) Comme le vecteur OB a pour coordonnées (1/2,1), QB = +/5/4. Les abs-
cisses des points M et N sont donc 1/2 £ 4/5/4.

Donc lles coordonnées des points M et N sont («,0) et (3,0) ‘

2
Comme o = 2 cos (;), on en déduit que ’ H est le milieu de [OM] ‘

(¢) On trace le cercle C; de centre O passant par Ag. Soit C' son autre inter-
section avec la droite (OAp). On construit le milieu Q du segment [C, O]
comme intersection de la droite (OAg) et de l'intersection de la médiatrice
du segment [C, O]. Cette derniére s’obtient en joignant les points d’inter-
section de deux cercles de méme rayons et centrés sur C' et O.

De méme, on obtient B comme intersection de C; et de la médiatrice du
segment [C, Ag]. On construit alors le cercle C de centre € passant par B.
On considére son intersection M avec la demi-droite [0, Ag).

Les point A; et A4 sont obtenus comme intersection du cercle C; et de la
meédiatrice du segment [O, M].

Le point A, est obtenu comme intersection de C; et du cercle de centre Ay
et de rayon AgAj.

Le point A3 est obtenu comme intersection de C; et du cercle de centre A,
et de rayon AgA;.

Exercice 3 :

On considére 1’équation & coefficients complexes :

P(X)=X?+aX*+bX +c

22+ az® + bz + ¢ =0, et on note

1. (a) Pour tout complexe a, le coefficient de X? du polynéme P (X + a) est

3a + a. Ainsi, le coefficient du terme de degré deux du polynome Q (X) =

P (X + «) est nul si et seulement si .

(b) Par identification, on a

p=>b—a®/3 et ’q:2a3/27fab/3+c‘

On s’est ainsi ramené a résoudre I’équation (x) : B 4pz+q=0

. Comme (u+v)® = u®+ 0% +3 (u®v + uv?), I'équation devient

23+pz+q:u3+v3+(u+v)(3uv+p)+q:0

. Le couple (u,v) € C? est 'unique solution & l’ordre prés du systéme

Z=u+v

3uv+p=20
si et seulement si le polynome (X — u) (X — v) est égal & X2 — 2X — p/3.
Or, pour tout complexe z le polynome X2 —2X —p/3 admet deux racines com-

plexes ce qui prouve ’ que le systéme a une unique solution (& l'ordre preés) ‘

. Si z est solution de (x), alors

w4+ vd 4 g=0 et v = (—p/3)° = —p°/27

Par conséquent, | u® et v sont les racines du polynéme X2 + ¢X — p3/27. ‘

. Réciproquement, si u® et v3 sont les racines du polynéme X2 + ¢ fp3/27 alors

u? + 03 + ¢ = 0 mais la relation u3v3 = fp3/27 n’implique pas forcément
3uv +p = 0.
Ainsi, si u® et v® sont les racines du polynome X2 + ¢X — p3/27 et si

3uv +p = 0 alors z = u + v est solution de (x).

3

Notons 71 et 75 les racines du polynéme X2+ ¢X — p? /275 p1 et pa des racines
cubiques de 1 et 7o puis S’ = {p1,jp1,5°p1, P2, ip2, 32 P2}

On a donc montré qu'un complexe z était racine de X° + pX + ¢ si, et
Z=u+v

seulement si, 3(u,v) € S’ :
3uv+p=20



Sip = 0 alors X2 +pX +q a pour racines les racines troisitme de —¢q. Supposons
désormais que p # 0 ce qui implique 7172 75 0 puis p1p2 #0
Grace aux relation coefﬁc1ents/rac1nes pips = —p®/27 donc si u € S alors

_& P ’
u® € {r},r3} puis ( ) € {r},r3} puis SuGS

Par conséquent, I’ ensemble des racines de X + pX + q est

p . P p P P p
S={p1—5—Jp— o0’ — s p2— 5 P2 — 50 P2 — s}

3p1 3ip1 33%p1 3p2 3ip2 372 p2
Enfin, comme rir3 = —p®/27, il existe ko € [0,2] tel que riry = —%jkko_
p_ _ p —k—ko

Ainsi, pour tout k € Z, pyj* + p1J puis

© 3jkpy  3jhkop,

S=4pm—2L JP—ﬁJP P
1 3p7 1 3p7 1= 3p

. Si p et g sont des réels alors A = ¢* + 4p* /27 aussi.
e Si A > 0 alors les solutions de () sont

7q+\/g 1/3+ 7q7\/Z 1/3 ' 7q+\/g 1/3+ \ 7q7\/5 1/3
2 2 o 2 / 2
et 1/3 1/3
()" (252

La premiére racine est réelle et les deux derniéres se réécrivent, grace a la
relation 14 j + j2 =0,

G4 VA 1/3 e- VA 1/3 i- VA 1/3
2 S\ 2 S\ 2
2 (—q+\/ﬁ>1/3_<—q—\/3>1/3 _(—q—\/ﬁ>1/g
J 2 2 2

Elles sont donc réelles si et seulement si A est nul.

et

—q+iv—A

e Si A < 0 et si on note — = pe? alors les solutions de (x) sont

Jp (eie/s 4 671‘0/3) - <jei9/3 +j26*i9/3) ot \3,/5( i0/3 Jrjefzo/g)

qui sont toutes les trois réelles car respectivement égales & :
2Ypcos(0/3) , 2ypcos(0/3+2n/3) et 2pcos(0/3 —2n/3)

Par conséquent,

’Les solutions de () sont toutes réelles si et seulement si A = ¢* + 4p* /27 < 0.

Si on fait I’étude des variations du polynéme @, on obtient :

e Si p > 0 alors application  — @ (z) est strictement croissante donc @
admet au plus une racine réelle. Ainsi, toutes les racines de @ sont réelles si
et seulement si () a une racine triple ce qui est équivalent & p = ¢ = 0.

e Si p < 0 alors 'application  — Q () est strictement croissante sur | —

00, —y/ —p/3], strictement décroissante sur [—v/—p/3,+/—p/3] et strictement

croissante sur [/ —p/3, oo[.

Comme Q (—\/—p/?)) = _TQp\/—p/iH—q et Q (\/—p/B) = %p\/—p/B—i—q, le

polynéme ) a trois racines réelles si et seulement si

2p
3 Vp/3<a< 7\/7;0

i.e. si et seulement si ¢> < —4p3/27.

On retrouve que le polynéme @ a trois racines réelles si et seulement si A < 0. ‘

. Avec les notations précédentes, on a p = ¢ = —6 donc A = 4. Les racines de Q

sont donc ‘ ‘
V244, jV24 294 et 224 5V4

Les solutions de 23 — 322 — 32 — 1 = 0 sont donc

Vo4 Va1, V24 2Va+1 et j2V24 V441



