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Exercice 1
Soit (a,b,c,d) € C* tel que ¢ # 0 et ad — be # 0. On définit la suite u par uy € C et

Vn € N, upt1 = f(ug) avec

az+b
cz+d

f:C\{=d/c} - C\{aje}, z—

On suppose que ug est tel que la suite soit bien définie.

1. On suppose que u converge.

(a)

Montrer que si u converge alors sa limite est racine d’une équation du
second degré (x).
Supposons que la suite v converge vers £ € C. On a alors

lim (au, +b)=al+0bet ll)IJ{l (cup, +d) = cl + d.

n—-4oo

lim w =/
——+o00 ntl ’

p M . au, +b al+b
our affirmer que lim =
e cup +d  cl+d

Si c’était le cas, alors on aurait £ = —d/c car ¢ # 0 puis al + b # 0 car
ad — be # 0; ce qui impliquerait la divergence de la suite (un41),cy-

nt0b b L+b
Par conséquent, ¢/ + d # 0 donc nggloo ZZ,, ——:—_d = Zj——li—_d = ZE ——i’-_d

unicité de la limite £ = Zlf;ig puis £ (¢l +d) = al + b.

Ainsi, ¢ est racine du polynéme | cX? + (d—a)X —b ‘ qui est de degré 2 car
c# 0.

Soit r une racine de (x). Montrer que w,y1—1r = (uy —7)

il faut s’assurer que cf+d # 0.

et, par

ad — be
(cup, + d)(er + d)

Par définition

au, +b _au, +b  ar+b
cup,+d cr+d

Upi1 — T = —r=
et cu, +d

car r est racine de (x). Ainsi,

(ad — be)(uy, — 1)
(cup, + d)(er + d)

(aun + b) (cr 4+ d) — (cu,, +d) (ar +b)
(cup, + d)(er + d)

Up41 — T =

()

En déduire que u est constante si et seulement si un de ses terme est racine
de (x)

Si u est constante & £, alors elle converge vers ¢ donc, d’aprés la premiére
question, tous ses termes sont racines de (k).

Réciproquement, si un des termes de u, u,, est égal & une racine r de (%),
alors, d’apres la question précédente, uy,,+1 —7 est nul, et par une récurrence
évidente, pour tout n > ng, u, = 1.

(ad — be)(tupg—1 — 1)
(Cupg—1 + d)(cr + d)
en déduit que wu,,_1 = r; puis, par une récurrence finie évidente, que pour
tout n < ng, u, = r. La suite u est donc constante.

De plus, si ng > 0, alors = (0. Comme ad — bc # 0, on

Désormais on suppose que u n’est pas constante.

2. On suppose que (x) a deux racines distinctes r; et ro.

(a)

. Un — T1 . o P L,
Montrer que la suite v = (n) est bien définie et géométrique de
Un =72/ neN
raison .
Comme la suite u a été supposée non constante, alors, aucun de ses termes
n’est racine de (x) donc, pour tout entier n, on a u, # r9. La suite v est

donc bien définie.
De plus, pour tout entier n, on a :

Un+1  Unt1 —T1Up — T2

Un, Up+1 — T2 Uy —T1

ce qui d’aprés 1.b donne

Ung1 _ (ad —be)(up — 1) (cun +d)(cra +d) up —72  cro+d

vn (cun +d)(cr1 +d) (ad — be)(uy — o) up — 11 cr1 +d
. . . cra+d
La suite v est donc géométrique de raison | A = .
cr1 +d

En déduire u en fonction de \

. Uy — T
Soit n € N. On a v, = vg A" = — ! donc Up (1 —vgA™") =11 — rougA™.
Up — T2
Comme ry # 19, v, # 1 donc
r — 7“2’()0/\" - rl(uo — 7“2) — TQ(UO — Tl))\n )

tn = 171)0)\” Ug — 9 — (UQ*T’l))\n

En déduire la nature convergente ou divergente de u.
e Si |A| < 1,alors lim A" =0 donc u converge vers [ ry.
A< Lalors lim :



(a)

lirf AT" =0 et , pour tout entier n,
—+o00

e Si [A| > 1, alors

71 (UO — 7’2))\77} — T’Q(UO — 7’1)
A

T g — ) A — (w0 — 1)

donc u converge vers

e Sinon |A\| =1 et A # 1 car 71 # ro. La suite (x\")neN est donc divergente.

Up —

Or, pour tout entier n, on a vg A" = . Comme vy # 1, si la suite u

— T9
converge vers { # ro, alors la suite ()\") cn €t si la suite u converge vers
72, alors, comme 71 # 79, la suite (|A|"), oy diverge.
Comme la suite (A"), .y est donc divergente et la suite (|A|"),c
constante a 1, on en déduit que la suit u diverge.

N €st

3. On suppose que (*) a une seule racine ro.

1

Montrer que si w = (
Un — T0

Jnen alors

2c

Y EN, = Wn
n Wn41 era—i—d

Soit n € N. D’apreés 1.b, on a

(cup +d)(cro+d)  cro+d c(uy

w B —rg)+cro+d
mH (ad — be)(un —10)  ad — be

Unp —T0

De plus, comme le polynéme c¢X? +
(a+d)?

(d — a)X — b n’a qu'une racine rg, on

d
et cro+d= % puis

2 C+a+dw
a-+d 2 "

en déduit que ad — bec =

Wn41 =

2c
a+d
En déduire la nature de u.

donc | wy41 = wy, +

. . . . 2c .
La suite w est arithmétique de raison donc, pour tout entier n, on a
a

+d

n 2cn . n a+d
Wy, = W ——.puis u, =7 _
0 a+dp 0 wo + 2¢n

Comme |wg + 2¢n| > 2|cjn — |wy), on a

quent, la suite u tend vers

lim wy + 2cn = +o0. Par consé-
n—-+oo

Exercice 2 :

On considére la suite u définie par ug € RT et
1. Montrer que la suite u est bien définie et que Vn € N,
Pour tout entier n, on pose H(n) :

Vn € N*, up, = \/tn_1+ n.
Uy > /1.

"u,, est bien défini et v/n < u,”.

Initialisation : H(0) est vraie par hypothése.

Hérédité :

soit n € N tel que H(n) soit vraie. On a u, +n+ 1 > 0 donc wu,4;

est bien défini et

Up+1 = VU, +n+1>vVn+1

Ainsi, la suite u est bien définie et

2. (a)

‘VnEN, unz\/ﬁ‘

1
Montrer que : Yz € RT, z < 3 (1+x).

1
La fonction g : =+ 3 (14 x) — /7 est dérivable sur R™* et

g/(x):%_%

La fonction g est donc décroissante sur [0, 1] et croissante sur [1, +o0[. Elle
admet donc un minimum global en 1 égal & g(1) = 0.

Vo € RT*,

La fonction g est donc positive sur RT i.e.

Vr e RY, zr < = (1+x)

En déduire que Vn € N, u,, <n+ ;—2 puis que u, = o(n?).

Uo
un<n+ ”

Pour tout entier n, on pose H(n) : on

Initialisation : H(0) est vraie.
Hérédité : soit n € N tel que H(n) soit vraie. On a

1 1
Uni1 = Vg T 1< S (Ltun+n+ 1) < 5 (14n+ 22 +n+1)

2 2n
donc
Un+41 <7’l+1—|— 2n+1
Ainsi,
VneN, u,<n+ 27
1 Ug
En particulier, 0 < S -+ on Le théoréme d’encadrement implique
n o n

alors que :

u, = o(n?)



(c) Montrer que u, = o(n) et en déduire un équivalent de u,,.

) U fup—1 1 . U .
Soit n € N*, on a — = "2 + = donc lim — =0 ie.
n n n n—4+oco N

U, = o(n)

Ainsi, n + Up_1~N donc
’ n—1
Uy, ~ \/ﬁ

(d) Soitv = (un — \/ﬁ)neN. Prouver que la suite v converge et donner sa limite.
Soit n € N*, on a

tn = Vit = \/mF o — V=V (VT fn— 1)

Comme lim =0,ona 41+ 1~ Ul N@.
n—too N n 2n 2

Up—1 Un—1

Ainsi,

lim v, = =
n—-+oo 2

(e) Calculer lim +/n—+/n—1 puis lim wu, — u,_ 1.
n—+oo n—-+oo
Soit n € N*, on a v/n — vn — :\/ﬁ(l—\/l—l/n>~2—\/ﬁ.Donc
n
lim i—vVn—1=0

n—-+oo

Soit n € N*, on a

Up—Up_1 = \/ﬁ—i—%—i—o(l)— <\/n -1+ % + 0(1)) = vn—vn —1+o0(1) = o(1)

i.e.

lim 4, — Up—1 =0
n—-+00

(f) Montrer que w41 — uy, est de méme signe que 1+ u,, — u,_1 et en déduire
que la suite u est monotone a4 partir d’un certain rang.
Soit n € N, on a
Uy, + 1-— Un—1
Vg +n+ 14 up—1 +n

U1 — Up = VUp +n+1—\/tp_1+n=

donc u,41 — u, est de méme signe que 1 + u, — Up—_1.

Comme lim u, —u,—1 +1=1, on en déduit qu’a partir d’un certain la
n—-+4oo

suite (un — up—1 + 1),,cy est positive donc la suite u est monotone & partir
de ce rang.

1. Prouver que, pour tout entier n non nul, l’équation

Exercice 3 :

2
671’

= — admet sur R
n

une unique solution que l’on notera x,,.

. . e
On considére la fonction f : x —

La fonction f est définie et dérivable sur R** et

-1

Yz e RY™,  f'(z) = (x2 —2) e <0

La fonction f est donc strictement décroissante sur l'intervalle R**. Elle réalise
donc une bijection de R** dans f (R**).

Comme lignf = 400 et Em f =0, f réalise une bijection de R™* dans R™*.
o0

En particulier, pour tout entier n non nul, le réel strictement positif 1/n admet
un unique antécédent.

. Montrer que lim z, = +o0.
n—-+oo

Par définition, pour tout entier n, on a x, = f~! (1/n).
Comme lim f = 0, on a lim f~! = 0 donc
400 +oo

lim x, =+o0
n—+oo

. Montrer que, pour tout entier n non nul, on a :

Jci +Inz, =Inn

et en déduire un équivalent de x,,.
Pour tout entier n non nul, on a :

donc —z2 = 1In(z,) — Inn i.e.

’xi +Inz, =Inn

=0

. . ) . In(z,)
Comme lim =z, = +o0o, on a, par croissances comparées, lim
n—+400 n—foo 2

ie. Inz, = o(z?) donc 2 ~ 22 + Inx, = Inn puis

T, ~Vinn



4. Soit u = (:cn —Vin n) . Trouver un équivalent de u et sa limite.
neN

Soit n € N*, on a :

(un + \/ﬂ)2 + In (un + \/1r17n> =Inn

soit

ui + 2u,VIinn +In (un + vlnn) =0.
Comme z,, ~ VInn, u, =0 (vln n) puis u2 = o (2un\/1n n) Ainsi,

u% + 2u,Vinn ~ 2u,Vinn.

D’autre part,

1
In (un + \/lnn) = §ln(lmn) +In (1 + \XL)
nn

U u
Commeunzo( lnn),ona 2 =1 uisln(1+ “ >=01 et, a
Vinn (Wp Vinn W)

Un

I
S
—
-
5
—

fortiori,ln <1 + Inn)). Par suite,

g
S

1
In (un +VIn n) ~3 In(lnn)

puis
In(lnn)
Uy, ~ .
4v/Inn
|
Par croissances comparées, lim n(z) = 0 donc
x—+00 4\/5

lim wu, =0
n—-+oo




