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Exercice 1 : Sous-groupes de R
L'objectif de cet exercice est de démontrer que si (G,+) est un sous-groupe de (R,+)
alors

� soit G est dense (i.e. ∀(x, y) ∈ R2 , ∃z ∈ G : x < z < t)

� soit G est de la forme aZ avec a > 0.

Soit (G,+) un sous-groupes de (R,+) non réduit à 0. On considère

G+ = G ∩ R+∗

1. Montrer que G+ admet une borne inférieure appartenant à R+ notée a.

Soit g un élément de G \ {0}. Soit g > 0 et alors g est un élément de G+ soit
g < 0 et alors −g est un élément de G+ . Par suite G+ est une partie de R non
vide et minorée. Elle possède donc une borne inférieure notée a.

Comme 0 minore G+, on en déduit que a est un réel positif.

2. Montrer que si a > 0 alors a ∈ G puis que G = aZ.
Supposons, par l'absurde, que a ̸∈ G.

Par dé�nition de la borne inférieure, comme a < 2a, il existe g1 ∈ G tel que
a ≤ g1 ≤ 2a et comme a ̸∈ G, on a a < g1 ≤ 2a donc il existe g2 ∈ G tel que
a < g2 < g1 ≤ 2a .

Comme g est un groupe g1−g2 appartient à G+. Or, g1−g2 < a ce qui contredit
le fait que a soit la borne inférieure de G+.

Par conséquent, si a > 0 alors a ∈ G.

Comme a appartient à G, le groupe qu'il engendre aZ est inclus dans G

Réciproquement, soit g ∈ G. On note k la partie entière de g/a alors ka ≤ g <
(k + 1)a donc g − ka ∈ G+ ∩ [0, a[ i.e. g = ka.

Par suite, G = aZ.
3. Montrer que si a = 0 alors G est dense.

Soient x et y deux réels tels que x < y alors y − x > 0.

Comme a = 0, y − x n'est pas un minorant de G+ donc il existe g ∈ G+ tel que
0 < g ≤ y − x.

On note k la partie entière de x/g alors kg ≤ x < (k + 1)g ≤ kg + y − x < y.

Or, comme somme d'éléments de G, (k + 1)g appartient à G.

Le groupe G est donc dense dans R.
4. Application : soient a et b deux réels non nuls.

(a) Montrer que Ga,b = {an+ bm , (n,m) ∈ Z2} est un sous-groupe de (R,+)

L'ensemble Ga,b est inclus dans R, contient 0, est stable par la loi + ((an+
bm)+(an′+bm′) = a(n+n′)+b(m+m′)) et passage à l'inverse (−(an+bm) =
a(−n) + b(−m)) donc Ga,b est un sous-groupe de (R,+).

(b) Supposons que Ga,b ne soit pas dense. Il existe donc un réel c tel que Ga,b =
cZ.
En particulier, il existe des entiers k et k′ non nuls tels que a = kc et b = k′c
donc a/b = k/k′ est un rationnel.

(c) Supposons que a/b soit rationnel alors il existe deux entiers k et k′ premiers
entre eux tels que a/b = k/k′.

On pose c = a/k = b/k′. Ainsi, pour tout couple (n,m) d'entiers relatifs,
an+ bm = c(kn+ k′m) donc Ga,b ⊂ cZ.
Réciproquement, comme k et k′ sont premiers entre eux, il existe des entiers
r et t tels que rk+ tk′ = 1. En particulier, c = c(rk+ tk′) = ar+ bt ∈ Ga,b.
Le groupe engendré par c est donc inclus dans Ga,b.

Par conséquent, Ga,b = cZ donc Ga,b n'est pas dense.

On a donc montré que Ga,b est dense si et seulement si a/b est irrationnel.

Exercice 2 :

On note p : x 7→ ex, q : x 7→ e2x et r : x 7→ ex
2

. On note B = (p, q, r) et E le
sous-espace vectoriel de C∞(R,R) engendré par la famille B.

1. Prouver que B est une base de E Par dé�nition, la famille B engendre E . Montrons
que cette famille est libre.

Soient (a, b, c) ∈ R3 tel que ap+ bq + cr soit la fonction nulle. Alors :

∀x ∈ R, aex + be2x + cex
2

= 0.

En particulier, a + b + c = 0 et ae + be2 + ce = 0, ce qui implique que be2 = be
soit b = 0 et a+ c = 0.

De plus, ae−1 + ce = 0 donc a = c = 0.

Par suite, la famille B est libre donc B est une base de E .

On note ψ l'application qui, à f ∈ E , associe le triplet de réels
(
f(0), f ′(0), f(1)

)
.

2. Prouvez que ψ est un isomorphisme du R-espace vectoriel E sur le R-espace vec-

toriel R3.

Montrons que ψ est une application linéaire bijective de E dans R3.
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Soit (f, g, λ) ∈ E2 × R. Alors :

ψ (f + λg) =
(
(f + λg) (0), (f + λg)

′
(0), (f + λg) (1)

)
=
(
f(0), f ′(0), f(1)

)
+ λ

(
g(0), g′(0), g(1)

)
= ψ(f) + λψ(g).

Ainsi, ψ est une application linéaire.

Soit (a, b, c) ∈ R3 et f = Ap+Bq + Cr. On a

ψ(f) = (a, b, c) ⇐⇒


A+B + C = a

A+ 2B = b

Ae+Be2 + Ce = c

⇐⇒


A+B + C = a

B − C = b− a

e(e− 1)B = c− ea

donc

ψ(f) = (a, b, c) ⇐⇒



B =
c− ea

e(e− 1)
=

−1

e− 1
a+

1

e(e− 1)
c

C =
e− 2

e− 1
a− b− 1

e(e− 1)
c

A =
2

e− 1
a+ b− 2

e(e− 1)
c

donc tout élément de R3 admet un unique antécédent par ψ.

Ainsi, ψ est un isomorphisme de E dans R3.

3. Déterminer ψ−1.

Pour tout (a, b, c) ∈ R3, on a :

ψ−1 ((a, b, c)) =

(
2

e− 1
a− b− 2

e(e− 1)
c

)
p+

(
c− ea

e(e− 1)
=

−1

e− 1
a+

1

e(e− 1)
c

)
q

+

(
e− 2

e− 1
a− b− 1

e(e− 1)
c

)
r.

On note φ l'application de E dans lui-même qui, à f ∈ E , associe φ(f) = Ap+Bq+Cr
où 

A =
2

e− 1
f(0) + f ′(0) +

2

e(e− 1)
f(1)

B = − 1

e− 1
f(0)− 1

e(e− 1)
f(1)

C =
e− 2

e− 1
f(0)− f ′(0)− 1

e(e− 1)
f(1)

4. On note P = {f ∈ E : φ(f) = f} l'ensemble des vecteurs de E invariants par f .
Montrez que P = {f ∈ E : f(1) = 0}. Déterminer une équation de P dans la base

B ; exhibez une base (e1, e2) de P.

Soit f ∈ E .
Comme ψ est bijective, φ(f) = f si, et seulement si, ψ (φ(f)) = ψ(f). Or,

ψ (φ(f)) =
(
f(0), f ′(0),−f(1)

)
donc φ(f) = f si, et seulement si, f(1) = 0 i.e. P = {f ∈ E : f(1) = 0} .

Soit f = Ap+Bp+ Cr ∈ P, on a f ∈ P si, et seulement si, f(1) = 0 donc si, et
seulement si, Ae+Be2 + Ce = 0.

Une équation de P dans la base B est donc A+ eB + C = 0 .

Ainsi, P = {Ap+Bq−(A+eB)r, (A,B) ∈ R2} = Vect(p−r, q−er) i.e. la famille
(p− r, q − er) engendre P. Comme les fonctions e1 = p− r et e2 = q − er ne

sont pas colinéaires, on en déduit que la famille (e1, e2)est une base de P .

5. On note D = {f ∈ E : φ(f) = −f} l'ensemble des vecteurs de E transformés en

leur opposé par f . Déterminez des équations de D dans la base B. Exhibez une

base (e3) de D, et donnez une caractérisation des éléments de D.

Soit f ∈ E .
Comme ψ est bijective, φ(f) = −f si, et seulement si, ψ (φ(f)) = −ψ(f). Or,

ψ (φ(f)) =
(
f(0), f ′(0),−f(1)

)
donc φ(f) = −f si, et seulement si, f(0) = f ′(0) = 0 i.e.

D = {f ∈ E : f(0) = f ′(0) = 0}

Soit f = Ap + Bp + Cr ∈ P, on a f ∈ D si, et seulement si, f(0) = f ′(0) = 0
donc si, et seulement si, A+B + C = A+ 2B = 0.

Une équation de D dans la base B est donc A+B + C = A+ 2B = 0 .

Ainsi, D = {Ap − A

2
q − fracA2r, A ∈ R2} = Vect(2p − q − r) i.e. la famille

(2p − q − r) engendre P. Comme la fonction e3 = 2p− q − r est non nulle, on

en déduit que la famille (e3) est une base de D .

6. Montrez que E = P ⊕D.

Montrons que P ∩ D = {0}.
Soit f ∈ P ∩ D, alors φ(f) = f = −f donc f = 0.

Les sev P et D sont donc en somme directe.

Soit f = Ap+Bq + Cr ∈ E . Si on pose

a =
1 + e

e− 1
A− 2e

1− e
B − 2

1− e
C

b =
A+B + C

1− e

c =
1

1− e
A+

e

1− e
B +

1

1− e
C
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alors f = ae1 + be2 + ce3 donc f ∈ P +D.

Par conséquent, E = P ⊕D .

Ainsi : ϕ est la symétrie par rapport à P parallèlement à D
7. Prouver que C = (e1, e2, e3) est une base de E.

On a déjà prouvé que (e1, e2, e3) engendre E .
Soit (a, b, c) ∈ R3 tel que ae1 + be2 + ce3 = 0, alors ae1 + be2 = −ce3 ∈ P ∩ D
donc c = 0 et ae1 + be2 = 0 donc a = b = c = 0 ce qui prouve la liberté de la
famille (e1, e2, e3).

Ainsi, C = (e1, e2, e3) est une base de E .

On note F l'ensemble des éléments de R[X] dont le terme constant est nul. On identi�e
un polynôme P et la fonction polynôme x 7→ P (x) qui lui est naturellement associée.

8. Montrez que F est un sous-espace vectoriel de R[X] et en donner une base

Comme F est le noyau de l'application linéaire Θ : R[X] → R, P 7→ P (0),

F est un sous-espace vectoriel de R[X] .

La famille
(
Xk
)
k∈N∗ engendre F et est échelonnée en degré donc libre. Ainsi :(

Xk
)
k∈N∗ est une base de F .

Soit (Pk)1≤k≤q une famille d'éléments de F véri�ant la condition suivante :

∀k ∈ J1, qK, lim
x→+∞

Pk+1(x)− Pk(x) = +∞

On note fk = exp ◦Pk l'application qui, à x ∈ R, associe fk(x) = ePk(x) = exp
(
Pk(x)

)
.

9. Montrez que la famille (fk)1≤k≤q est libre.

Soit (λk)1≤k≤q tel que

q∑
k=1

λkfk = 0. Montrons que λ1 = ... = λq = 0.

Supposons, par l'absurde, que (λk)1≤k≤q soit non nul, alors l'ensemble {k ∈
J1, qK : λk = 0} est une partie de N non vide ; elle admet donc un plus petit
élément que l'on note r.

On a alors

r∑
k=1

λkfk = fr

(
λr +

r−1∑
k=1

λke
Pk−Pr

)
donc λr +

r−1∑
k=1

λke
Pk−Pr = 0

Or, pour tout k ∈ J1, r − 1K,

ePk−Pr =

r−1∏
j=k

ePj−Pj+1

donc lim
+∞

ePk−Pr = 0.

Par suite, λr = 0 ce qui contredit l'hypothèse initiale.

Par conséquent, la famille (fk)1≤k≤q est libre.
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