Calculs

I. Notations et régles de calculs

On s’intéresse aux calculs de sommes et de produits.

n n
Notation. La somme de n complezes a1, - - a, sera notée Zak et leur produst H ag.
k=1 k=1
Plus généralement, si (a;)ic; est une famille finie de complexes, on note Zak et Hak leur

kel kel
somme et leur produit.

n
Exemple. Pour tout entier n non nul, on a n! = H k.
k=1

Remarque. La variable k de la somme Zak est muette : Z ap = Z a;.
kel kel el

Proposition. Soient (a)ker et (by)ker deuz familles finies de complexes, on a :

— Zak-l-Zbk:Z(ak—i-bk). — HakXku:H(akbk).

kel kel kel kel kel kel
S o ~ [0 = L
kel kel kel kel
p
) e+ A) =D ar + A#L .
kel kel * Hak: Hak
kel kel

Proposition. Soient (ap)ker et (ax)res deuz familles finies de complezes telles que I N J = ().
Ona:

Cat ) a= ) an ~ ax]lae= 1] a
kel keJ keluJ kel keJ kelUJ

Remarque. Par convention, si I est vide, alors Zak =0 et H ar = 1.

kel kel
Les reégles énoncées sont conservées dans ce cas.

n n
Ainsi, st n < m, alors g ap =10 et H ap = 1.
k=m k=m

On pose donc 0! = 1.
Proposition. (*) Soitn €N, on a :

S ) ik%”(”“é@”“) y ik3=(”("+1))2-
k=1 k=1

2 2
k=1
n ﬂ siq#1
Proposition. (*) Soit ¢ un compleze et n € N, on a qu = 1—gq
k=0 n+ 1 sinon.



II. Changement d’indice

Un changement d’indices est une réindexation d’une somme ou d’un produit.

Exemple. Zak = Z ap+1 = Zan k-

Dans le premier cas on parle d’ un decalage dans le deuziéme d’une symétrisation

n(n+1)

Exercice. A l'aide d’'une symétrisation, retrouver la formule Z k= 5

k=1
o ‘s ‘ B p+q
Proposition. (*) Soient p et q deuz entiers tels que p < q. On a Z k=(qg—p+ 1)T
k=p

q

Plus généralement, st u est une suite arithmétique, alors Z up=(q—p+1)
k=p

Up T Uq
2

Exercice. (*) Soit n € N. Calculer :

LYk . I *
ke[1,2n], pair kel1,2n], pair

2. > k /. 11 k

ke[1,2n], impair kel1,2n], impair

Proposition. Soient ay,..., ant1 des complexes, on a

n
Z(ak—l—l —ay) = apy1 —ai.
k=1
Proposition. Soient ay,..., any1 des complexes non nuls, on a
n
[] st - nst,
af ai

k=1

n
Exercice. Simplifier Z(ak+2 — ag).
k=1
1 1

1 1
Exercice. (*) En remarquant que m = Erl calculer g m

u 1
E ice. Simpl In{14—]-
xercice. Simplifier ; n ( + /-c)

Exercice. (*) En calculant de deuz fagons la somme Z ((k+ 1)3 — kg), retrouver la formule

k=1
de la somme des carrés.

Adapter pour obtenir celle des cubes.

Proposition. (*) Soient p et q deux entiers tels que p < q. On a, pour tout compleze a :
q q—p+1 sta=1

Z ak = » 1— aq—p-i—l aP — aq+1

— a = sinon
k=p 1—a 1—a

Proposition. (*) (Egalité de Bernoulli) Soit (a,b) € C2. Alors, pour tout entier n, on a :

n—1
a®—b" = (a—0) (Z akb"_l_k>
k=0



IT1. Coefficient binomial et formule du binéme

Définition. Soit (n,k) € N2, on appelle coefficient binomial "k parmi n" le réel :

n!

<n>: W — k) sik<n

k 0 sinon

Proposition. Soitn €N, on a :

-1 O -

Proposition. Soit n € N et k € [0,n], on a : <Z> N (n ﬁ k>

oy . * . 2 . . n n _ n -+ 1
Proposition. (*) Soit (n,k) € N*, on a la relation de Pascal : <k> + <k: N 1> = <k: 1

Remarque. Le coefficient binomial (Z) peut étre interprété comme :
— le nombre de parties a k éléments dans un ensemble a n éléments.
— le nombre de fagons d’obtenir k succés lors de la répétition de n épreuves de Bernoulls
indépendantes.

n

Exercice. (*) Montrer que, pour tout (n,k) € N2, (k) est un entier.

Proposition. (*) (Binéme de Newton) Soit a et b deux complexes alors pour tout entier n,

(a+0)" = ;Z:O <Z> a"pnk

Exercice. (*) Calculer les sommes suivantes :

1‘%(2) S (Z)

kelo,n], kimpair
(" 53 k(”)
2.3 (-1) (k) kzzo L

Lm0 )0

ke[0,n], k pair j=i

IV. Sommes doubles

On appelle somme double une somme finie de la forme Z ;. j-
(i,j)€K
Lorsque K = I x J (on dit que K est un produit cartésien), alors :

POIETES 3 UL ) oion

(i,5)EIxJ icl jeJ jed iel

n n n n
Par exemple, E ai,j:E E ai,jZE E Q-

1<i,j<n i=1 j=1 j=1 i=1



Exercice. Calculer Z 237,
(4,9)€[0,n]?

Dans le cas tres favorable ou a; j = bic; et K = I x J, de cet exemple, on a :

Z biCj:ZbiXZCj.

(ij)elxJ i€l jeJ
Exercice. (*) Calculer Z min(7, 7).
(i.5)€[0,n]?

#J #1

Remarque. On a PAS H bic; = Hbi H cj mais H bic; = Hbi H c;j

(4,5)eIxJ el jed (4,5)eIxJ iel jeJ

Un cas fréquent de sommes doubles est celui des sommes triangulaires pour lesquelles on a

n n n J
E: aiijE:E:ai,J‘ZE:E:aiJ

0<i<j<n i=0 j=i j=0 i=0
n—1 n n j—1
De méme E a;j = E g ajj = E E aj ;.
0<i<j<n i=0 j=i+1 j=1 i=0

Ces résultats se généralisent aux produits doubles :

n o n n J n—1 n n j—1
I[ aj=I[Mlas=111Ta e II ay=T11 I ais=11 11wy
0<i<j<n i=0 j=i j=0 i=0 0<i<j<n =0 j=i+1 j=1 i=0
Exercice. (*) Calculer les sommes suivantes :
o 1
- E (J —1) — E =
1<igj<n 1<i<j<n
— > G- » g
1<i<j<n — E 13" en remarquant que 1 = E 1.

i€[o,n] j=1



