Matrices

Dans ce chapitre K=R ou K = C; n et p sont des entiers non nuls.

I. Définition et structure d’espace vectoriel

Définition. On appelle matrice ¢ n lignes et p colonnes a coefficient dans K, tout élément de
KILnIx[1Lp]

On la représente sous forme d’un tableau a n lignes et p colonnes.

L’élément a Uintersection de la iéme ligne el de la j éme colonne, c’est-a-dire l'image de (i,7)
est noté A; j ou a; j, et appelé coefficient d’indice (i,7).

On utilise une notation indicée plutdt qu’une notation fonctionnelle. Si A est une matrice 4 n
lignes et p colonnes, on écrit :

a1 ai2 ... aryj ... a1.p
a271 azs ... ag,j e a27p
A= (a;;)i ou A= (a;j)1<i<ni<j<p 0u A=
37 (2,7)€L,n] x|1, 1,7 )1<i<n;1<5<p )
( j) [[ ]] [[ p]] CLi71 CLZ72 (17;7]' CLZ’J,
Gn,1 Gn2 --- anj --- Gn,p

L’ensemble des matrices & n lignes et p colonnes est noté M, ,(K).

Définition. Si p =1, alors on parle de matrice colonne.
Sin =1, alors on parle de matrice ligne.
Sin =p, alors on parle de matrice carrée. L’ensemble M, ,(K) est alors noté M,,(K).

Définition. Soit (n,p) € (N*)2. Pour tout (i, 5) € [1,n]?, on note E; ; la matrice de taille n x p
dont tous les termes sont nuls sauf celui o l'intersection de la i-éme ligne et de la j-éme colonne
qui vaut 1. Ainsi, pour tout (k,f) € [1,n]?, on a (Eij)po = i

Proposition. M,, ,(K) = F([1,n] x [1,p],K) est un K-ev.

Proposition. M,, ,(K) est un K-ev de dimension n x p.
La famille (Ei ;)i <<, 1< <, €St la base canonique de My, ,(K).

Définition. Une matrice carrée A € M, (K) est dite diagonale si
V(i, ) € [1,n]? i #j = a;ij = 0.
L’ensemble des matrices diagonales de taille n est noté D, (K)
Proposition. D, (K) est un K-ev de dimension n. La famille (E;;), ., en est une base.
Définition. Une matrice carrée A € M, (K) est dite triangulaire supérieure si
V(i,j) € [1,n]? i >j = a;ij =0.
L’ensemble des matrices triangulaires supérieures de taille n sera noté T, (K)

Définition. Une matrice carrée A € M, (K) est dite triangulaire inférieure si
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V(i,7) € [1,n]?, i < j = aij = 0.
L’ensemble des matrices triangulaires supérieures de taille n sera noté T, (K)
Définition. Une matrice carrée A € M,,(K) est dite triangulaire supérieure stricte si
V(i,j) € [1,n]? i >j = a;ij =0.
L’ensemble des matrices triangulaires supérieures de taille n sera noté 7,7+ (K)
Définition. Une matrice carrée A € M, (K) est dite triangulaire inférieure stricte si
V(i,j) € [1,n]? i <j = a;; =0.
L’ensemble des matrices triangulaires supérieures de taille n sera noté T, ~(K)

Proposition.
T (K) est un K-ev de dimension n(n +1)/2. La famille (Eij)1<j<icn €n est une base.
)

T, (K) est un K-ev de dimension n(n + 1)/2. La famille (E; ; 1<i<i<n

TP (K) est un K-ev de dimension n(n — 1)/2. La famille (Eij)i<jcicn €N est une base.

T~ (K) est un K-ev de dimension n(n —1)/2. La famille (Eij) <, ;<, €n est une base.

en est une base.

Définition. Une matrice carrée A € M, (K) est dite symétrique si
V(Z>]) S [[Ln]]27 Gij = Qjyi-
L’ensemble des matrices symétriques de taille n sera noté S, (K)

Théoréme. S, (K) est un K-ev de dimension n(n +1)/2.
La famille (E; j + Ejvi)1<j<i<n en est une base.

Définition. Une matrice carrée A € M,,(K) est dite antisymélrique si
V(i) € [Lnl?, aij = —aj;.
L’ensemble des matrices antisyméiriques de taille n sera noté A, (K)

Théoréme. A, (K) est un K-ev de dimension n(n —1)/2.

La famille (E;; — Ej;) en est une base.

1<j<i<n

Proposition. A, (K) et S, (K) sont supplémentaires dans M, (K).

Définition. On appelle transposé d’une matrice A € M, ,(K), la matrice 'A € M, ,(K) telle
que V(’L,j) € [[17])]] X [[1777’]]; (tA)iyj = aj,i-

Proposition. Pour tout A € M, ,(K), ' (*A) = A.

Proposition. Pour tout A € M, (K),

AeTrHK) & "4 e T (K).

AeS,(K)&e A=A,

Ae A, (K)= A= —A.

Proposition. L’application M,, ,(K) = M, ,(K), A+ 'A est un isomorphisme.

Corollaire. I application M, (K) — M, (K), A — 'A est une symétrie vectorielle.
On retrouve M, (K) = 5,(K) ¢ A, (K).



I1. Produit matriciel

Définition. Soit A € M, ,(K) et B € M,,4(K). On définit la matrice AB € M,, 4(K) par :

p
(i, j) € [Lp] x [1.q], (AB)ij = aixb,;
k=1

Proposition. Soit A € M, ,(K) et B€ M, ((K). On a "(AB) = 'B'A
PI‘OpOSitiOn. V(Z,]) S [[1, n]]z, Ei,jEk,g = 6j,kEi,g
Proposition. (M, (K),+, x) est un anneau (non commutatif si n > 2 et non intégre).

Proposition. Formule du bindéme de Newton
Soient (A, B) € M,,(K)? telles que AB = BA alors pour tout entier r,

r

A+B =3 <]:> Akpr=k

k=0

Proposition. Formule de Bernoulli
Soient (A, B) € M, (K)? telles que AB = BA alors pour tout entier r,

r—1
A" — BT = (A _ B) <Z AkB'r—l—k)
k=0

Proposition. D, (K), 7,7 (K), 7,7 (K), T,/ 7 (K) et 7,7~ (K) sont stables par produit.

n

Corollaire. D, (K), 7,7 (K) et 7,7 (K) sont des sous-anneauz de M, (K).

n

Définition. L’ensemble des matrices inversibles de (M, (K), +, x) est noté GL,(K).
Proposition. (GL,(K), x) est un groupe.

Corollaire. Soit (A, B) € GL,(K)2. On a (AB)"! =B~1 A1

Proposition. Si A € GL,(K) , alors {(A71) = (tA)~!

Proposition.

L’opération élémentaire C; <— \C; revient & multiplier & droite par I, + (A — 1)Ei,i.

L opération élémentaire C; <+ C; revient & multiplier a droite par I, — E;; — E;j + E; j + Ej;.
L’opération élémentaire C; <— C; — AC revient a multiplier a droite par I, — A\Ej;.

Proposition.

L’opération élémentaire L; <— \L; revient & multiplier ¢ gauche par I, + (A — 1)E; ;.
L’opération élémentaire L; <+ L; revient a multiplier a droite par I, — E;; — E; ; + E; j + Ej ;.
L’opération élémentaire L; <— L; — AL; revient a multiplier a droite par I, — \E; ;.

Savoir-faire : Utilisation pour trouver l'inverse d’une matrice.



