
Matrices

Dans ce chapitre K = R ou K = C ; n et p sont des entiers non nuls.

I. Dé�nition et structure d'espace vectoriel

Dé�nition. On appelle matrice à n lignes et p colonnes à coe�cient dans K, tout élément de

KJ1,nK×J1,pK.

On la représente sous forme d'un tableau à n lignes et p colonnes.

L'élément à l'intersection de la ième ligne et de la j ème colonne, c'est-à-dire l'image de (i, j)
est noté Ai,j ou ai,j, et appelé coe�cient d'indice (i, j).
On utilise une notation indicée plutôt qu'une notation fonctionnelle. Si A est une matrice à n
lignes et p colonnes, on écrit :

A = (ai,j)(i,j)∈J1,nK×J1,pK ou A = (ai,j)1≤i≤n;1≤j≤p ou A =



a1,1 a1,2 . . . a1,j . . . a1,p
a2,1 a2,2 . . . a2,j . . . a2,p
...

...
...

...

ai,1 ai,2 . . . ai,j . . . ai,p
...

...
...

...

an,1 an,2 . . . an,j . . . an,p


L'ensemble des matrices à n lignes et p colonnes est notéMn,p(K).

Dé�nition. Si p = 1, alors on parle de matrice colonne.

Si n = 1, alors on parle de matrice ligne.

Si n = p, alors on parle de matrice carrée. L'ensembleMn,p(K) est alors notéMn(K).

Dé�nition. Soit (n, p) ∈ (N∗)2. Pour tout (i, j) ∈ J1, nK2, on note Ei,j la matrice de taille n× p
dont tous les termes sont nuls sauf celui à l'intersection de la i-ème ligne et de la j-ème colonne

qui vaut 1. Ainsi, pour tout (k, ℓ) ∈ J1, nK2, on a (Ei,j)k,ℓ = δi,kδj,ℓ.

Proposition. Mn,p(K) = F(J1, nK× J1, pK,K) est un K-ev.

Proposition. Mn,p(K) est un K-ev de dimension n× p.
La famille (Ei,j)1≤i≤n,1≤j≤p est la base canonique deMn,p(K).

Dé�nition. Une matrice carrée A ∈Mn(K) est dite diagonale si

∀(i, j) ∈ J1, nK2, i ̸= j ⇒ ai,j = 0.

L'ensemble des matrices diagonales de taille n est noté Dn(K)

Proposition. Dn(K) est un K-ev de dimension n. La famille (Ei,i)1≤i≤n en est une base.

Dé�nition. Une matrice carrée A ∈Mn(K) est dite triangulaire supérieure si

∀(i, j) ∈ J1, nK2, i > j ⇒ ai,j = 0.

L'ensemble des matrices triangulaires supérieures de taille n sera noté T +
n (K)

Dé�nition. Une matrice carrée A ∈Mn(K) est dite triangulaire inférieure si
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∀(i, j) ∈ J1, nK2, i < j ⇒ ai,j = 0.

L'ensemble des matrices triangulaires supérieures de taille n sera noté T −
n (K)

Dé�nition. Une matrice carrée A ∈Mn(K) est dite triangulaire supérieure stricte si

∀(i, j) ∈ J1, nK2, i ≥ j ⇒ ai,j = 0.

L'ensemble des matrices triangulaires supérieures de taille n sera noté T ++
n (K)

Dé�nition. Une matrice carrée A ∈Mn(K) est dite triangulaire inférieure stricte si

∀(i, j) ∈ J1, nK2, i ≤ j ⇒ ai,j = 0.

L'ensemble des matrices triangulaires supérieures de taille n sera noté T −−
n (K)

Proposition.

T +
n (K) est un K-ev de dimension n(n+ 1)/2. La famille (Ei,j)1≤j≤i≤n en est une base.

T −
n (K) est un K-ev de dimension n(n+ 1)/2. La famille (Ei,j)1≤i≤j≤n en est une base.

T ++
n (K) est un K-ev de dimension n(n− 1)/2. La famille (Ei,j)1≤j<i≤n en est une base.

T −−
n (K) est un K-ev de dimension n(n− 1)/2. La famille (Ei,j)1≤i<j≤n en est une base.

Dé�nition. Une matrice carrée A ∈Mn(K) est dite symétrique si

∀(i, j) ∈ J1, nK2, ai,j = aj,i.

L'ensemble des matrices symétriques de taille n sera noté Sn(K)

Théorème. Sn(K) est un K-ev de dimension n(n+ 1)/2.

La famille (Ei,j + Ej,i)1≤j≤i≤n en est une base.

Dé�nition. Une matrice carrée A ∈Mn(K) est dite antisymétrique si

∀(i, j) ∈ J1, nK2, ai,j = −aj,i.

L'ensemble des matrices antisymétriques de taille n sera noté An(K)

Théorème. An(K) est un K-ev de dimension n(n− 1)/2.

La famille (Ei,j − Ej,i)1≤j<i≤n en est une base.

Proposition. An(K) et Sn(K) sont supplémentaires dansMn(K).

Dé�nition. On appelle transposé d'une matrice A ∈ Mn,p(K), la matrice tA ∈ Mp,n(K) telle

que ∀(i, j) ∈ J1, pK× J1, nK,
(
tA
)
i,j

= aj,i.

Proposition. Pour tout A ∈Mn,p(K), t
(
tA
)
= A.

Proposition. Pour tout A ∈Mn(K),

A ∈ T +
n (K)⇔ tA ∈ T −

n (K).

A ∈ Sn(K)⇔ tA = A.

A ∈ An(K)⇔ tA = −A.

Proposition. L'applicationMn,p(K)→Mp,n(K), A 7→ tA est un isomorphisme.

Corollaire. L'applicationMn(K)→Mn(K), A 7→ tA est une symétrie vectorielle.

On retrouveMn(K) = Sn(K)⊕An(K).
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II. Produit matriciel

Dé�nition. Soit A ∈Mn,p(K) et B ∈Mp,q(K). On dé�nit la matrice AB ∈Mn,q(K) par :

∀(i, j) ∈ J1, pK× J1, qK, (AB)i,j =

p∑
k=1

ai,kbk,j

Proposition. Soit A ∈Mn,p(K) et B ∈Mp,q(K). On a t(AB) = tB tA

Proposition. ∀(i, j) ∈ J1, nK2, Ei,jEk,ℓ = δj,kEi,ℓ

Proposition. (Mn(K),+,×) est un anneau (non commutatif si n ≥ 2 et non intègre).

Proposition. Formule du binôme de Newton

Soient (A,B) ∈Mn(K)2 telles que AB = BA alors pour tout entier r,

(A+B)r =
r∑

k=0

(
r

k

)
AkBr−k

Proposition. Formule de Bernoulli

Soient (A,B) ∈Mn(K)2 telles que AB = BA alors pour tout entier r,

Ar −Br = (A−B)

(
r−1∑
k=0

AkBr−1−k

)

Proposition. Dn(K), T +
n (K), T −

n (K), T ++
n (K) et T −−

n (K) sont stables par produit.

Corollaire. Dn(K), T +
n (K) et T −

n (K) sont des sous-anneaux deMn(K).

Dé�nition. L'ensemble des matrices inversibles de (Mn(K),+,×) est noté GLn(K).

Proposition. (GLn(K),×) est un groupe.

Corollaire. Soit (A,B) ∈ GLn(K)2. On a (AB)−1 = B−1A−1

Proposition. Si A ∈ GLn(K) , alors t(A−1) = ( tA)−1

Proposition.

L'opération élémentaire Ci ← λCi revient à multiplier à droite par In + (λ− 1)Ei,i.

L'opération élémentaire Ci ↔ Cj revient à multiplier à droite par In − Ei,i − Ej,j + Ei,j + Ej,i.

L'opération élémentaire Ci ← Ci − λCj revient à multiplier à droite par In − λEj,i.

Proposition.

L'opération élémentaire Li ← λLi revient à multiplier à gauche par In + (λ− 1)Ei,i.

L'opération élémentaire Li ↔ Lj revient à multiplier à droite par In − Ei,i − Ej,j + Ei,j + Ej,i.

L'opération élémentaire Li ← Li − λLj revient à multiplier à droite par In − λEi,j.

Savoir-faire : Utilisation pour trouver l'inverse d'une matrice.


